
集合教育試論  

一集合の大きさをめぐって－  

本橋信義   

かつて， 高校数学の教材として“集合”が華々しく登場したことがありました．しか  

し，教える側に集合についての成熟した知識が不足していたためでしょうか，多くの混  

乱を教育現場に残して集合は表舞台から消えていきました．   

最近，高校数学の表舞台に集合が再び登場する兆しがあるようですが，集合を取り巻  

く環境は少しも変化していません．相変わらず，集合についての理解不足という状況は  

改善されていません．このままでは，昔の過ちを繰り返すことになりそうです．   

一方，集合についての教科書がある程度出版されています．それらは，次の2種類に  

分類されます．その一つは，集合を数学用の単なる文法規則として扱っている教科書で  

す．この種の教科書では，掛け算の九九を教えるように，集合算法という計算技術を教  

えています．もう一つは，公理的集合論を扱う教科書です．この種の教科書でも，集合  

は形式的論理体系の中の形式的な対象として扱われています．   

この2種類の教科書で扱われている集合は，いわば，“固定された集合”，“死んだ集合”  

です．本来，集合は必要に応じてその場で作るモノです．その意味で，常に生の存在です．  

数学の個々の需要に応じて必要な集合を作り出すシステムが，本来の集合論です．ですから，  

集合論の教科書で扱うべき集合は，“状況に応じて作り出される集合”， “生きた集合”で  

なければなりません．この意味で，集合は常に相対的なモノですが，この相対性は，論理の  

持つ相対性の一つの側面だと筆者は思っています．このような意図で筆者は新しい教科書「集  

合序説」（培風館）を書きました．この教科書の中で扱われている題材のうち，集合の大き  

さについて講義する場合に，常に気に留めておいていただきたいと筆者が思っていることを  

ここではお話します．   

ご承知のように，集合論の主な課題の一つは，集合の大きさについての明確な基準を作る  

ことです．その基準を作るには，次の二つのことが必要です．その一つは，与えられた二つ  

の集合の大きさを比較する方法です．もう一つは，物差しの役割を果たす集合，つまり，基  

準となる集合を作ることです．この二つが決まりますと，与えられた集合の大きさは，基準  

となる集合のそれぞれと比較することにより決めることができます．有限集合を扱う場合に  

基準となる集合は自然数ですが，無限集合も含めた一般の集合を扱う場合の基準となる集合  

は“基数”と呼ばれる集合です．基準となる集合についての議論は専門書に委ねるとして，  

ここでは集合の大きさを比較する場合の留意点について解説しようと思います．二つの集合  

の大きさを比較する場合，有限集合と無限集合とで比較の方法が本来は異なるはずですが，  

通常の集合論の教科書では，その点を避けた記述がなされているのが普通です．ここでは，  

集合の大きさを比較する場合の，有限集合と無限集合の違いを敢えて強調して説明しようと  

思います．そして，その違いを数学的に説明する定理として，単射分解定理と呼ばれる定理   
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について紹介しようと思います．なお，二つの集合の大きさを比較する場合，二つの集合か  

ら要素をそれぞれ取り出すことが必要になります．その操作には，通常，選択公理が必要に  

なりまから，以下の議論では選択公理が仮定されています．しかし，選択公理のことは余り  

気にかけないで結構です．  

1．有限集合の大きさ  

a）玉入れの場合：二つの集合の大きさを比較する場合，私たちは何をするか，幼稚園や小  

学校の運動会でよく行われる玉入れという競技を取り上げて考えてみます．玉入れとは，二  

組に分かれて，籠に玉を投げ入れ，より多く玉を籠に入れた方が勝ちという競技です．その  

場合，玉の多い，少ないをどのように判定するのでしょうか．籠中の玉の個数の多い方が勝  

ち，同じときは引き分けといってしまえばそれまでですが，ここでは，小さい子供達が主役  

の競技ですから，数がまだ充分には数えられないとします．その場合には，二つの籠から玉  

を同時に一つずつ取り出し，先に玉が無くなった方が負け，同時に玉がなくなったときは引  

き分けになります．実に簡単な方法ですが，この判定方法には，有限集合固有の重要な事実  

が隠されています．   

まず，誰かが判定に異議を申し立てたとします．そこで，判定をやり直すことにします．  

実際には，玉は既に捨てられていますから，龍の中を元の状態に戻すことができないかもし  

れません．それでも，もし，元の状態に戻すことができたとして，判定が覆ることがあるで  

しょうか．いま，元の状態からもう一度同じことをしたとします．インチキはないものとし  

たとき，結果は同じはずです．つまり，引き分けの時は，今回も同時に玉が無くなるはずで  

すし，最初に勝負がついた時には，今回も，勝った方の籠の中に玉が残るはずです．   

そして，この方法を何回やり直しても，不正行為がない限り，結果は同じです．だからこ  

そ，取り出した玉を捨てられるのです．  

b）比較原理（有限集合の場合）：玉入れで行われた方法を，一般の有限集合の大きさを比  

較する場合に適用してみます．つまり，比較の対象となる二つの集合について，それぞれの  

集合から一つずつ要素を取り出し，どちらかの集合の要素がなくなるまで，この操作を続け  

ます．そして，もし，両方が同時になくなった場合は，同じ大きさ，そうでないときは，要  

素がなくなった方が小さく，要素が残っている方が大きいということになります．   

この操作を，二つの集合間の単射，全単射を用いて説明してみます．二つの集合から一つ  

ずつ要素を同時に取り出すということは，それぞれの部分集合の問に全単射を作ることです．  

そして，両方の要素が同時になくなるということは，二つの集合の間に全単射ができたとい  

うことです．また，片方の集合の要素がなくなり，もう一つの集合の要素が残ったというこ  

とは，一方の集合からもう片方の集合への単射で，しかも，全射にならないモノが作れたと  

いうことです．しかも，この事実は要素の取り出し方に依存しません．つまり，二つの集合  

の問に全単射ができたときは，何度やっても全単射ができるはずですし，片方からもう片方  

への，全射でない単射ができたときは，要素の取り出し方をどのように工夫しても，結果は   
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同じになるはずです．   

この事実をまとめると次のようになります，  

定理1（比較原理）二つの有限集合A，Bに対して，次の3つの場合の一つが，しかも，一  

つだけが必ず起こる．  

場合1：AからBへの全単射が存在する．  

場合2：AからBへの単射で全射にならない写像が存在する．  

場合3：BからAへの単射で全射にならない写像が存在する．   

そこで，二つの集合A，Bについて，“AとBが同じ大きさである．”（A～Bと表示し  

ます．）ということと，“Aの大きさがBの大きさより小さい．”（A＜Bと表示します．）  

ということを次で定義します．  

定義1（有限集合の場合）：A～B ⇔ AからBへの全単射が存在する．  

定義2（有限集合の場合）：A＜B ⇔ AからBへの全射でない単射が存在する．   

すると，比較定理は次のようになります．  

定理2（比較原理）二つの有限集合A，Bに対して，A＜B，A～B，B＜Aのどれか－つ，  

そして，一つだけが成り立つ．   

二つの有限集合A，Bが与えられたとき，それぞれから要素を一つずつ取り出すという操  

作を続けていけば，いつか，必ず，この操作は終わります．もし終わらないとすると，Aも  

Bも無限集合になってしまいます．ですから，A＜B，A～B，B＜Aのどれかが起こるこ  

とは確かです，二つの場合が同時には起こらないことは，次のように説明できます．   

いま，A＜BとA～Bが同時に起こったとします．すると，AからBへの全射でない単射  

fと，BからAへの全単射gができます．すると，fとgの合成写像f o gは，Aから，そ  

の真部分集合への単射になります．つまり，AからAへの全射でない単射が存在することに  

なります．同様に，A＜BとB＜Aが同時に起こったときも，B＜AとA～Bが同時に起こ  

ったときも，AからAへの全射でない単射が存在することになります．そのようなことが絶  

対起こらないことを次の定理が保証しています．  

定理3（有限集合の基本定理）有限集合AからAへの単射は全部全射になる．   

では，この定理はどのように証明するのでしょうか．この定理を証明するには“有限”と  

いう言葉をきちんと定義する必要があります．教科書によっては，この基本定理が成り立つ  

集合を有限集合と定義しているものもあります．ですから，この基本定理は信じて下さい．   

なお，有限集合の基本定理を言い替えますと“部分は全体より小さい”という原理，つま  

り  

定理4 Bが有限集合のとき，B⊂A ⇒ B＜A  

になります．   

以上をまとめると  

まとめ1：有限集合の大きさを比較する場合の基本原理は，有限集合の基本定理である．  

となります．   
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2．無限集合の大きさ  

a）玉入れの場合：籠の中に無限個の玉が入っている場合の玉入れについて考えます．もち  

ろん，そんな玉入れは現実にはありません．そのような状況を想像したうえで，一種の思考  

実験をしようというのです．話しを簡単にするために，籠の中のすべての玉にはそれぞれ異  

なる自然数で番号が付けてあるとします．しかも，すべての自然数が使われているとします．  

このとき，二つの籠から玉を取り出すのに，番号順に，同じ番号の玉が同時に取り出される  

ようにしたとしましょう．すると，無限回の操作の末に籠の中の玉は同時に無くなります．  

その意味で，判定は引き分けになります．しかし，別の取り出し方があります．一つの籠か  

らは，2番の玉から順に取り出すことにし，もう一つの籠からは1番の玉から順に取り出し  

ますと，無限回の操作の末に，最初の籠には1番の玉が残り，もう一つの寵の中には玉が無  

くなります．ですから，この場合は，最初の籠の組が勝ちという判定になります．つまり，  

玉の取り出し方により勝敗が変わることになります．これでは誰も納得しないでしょう．   

では，どのようにしたら皆が納得できるでしょうか．問題は，引き分けの場合と，勝負が  

つく場合の決め方です．上の例で分かるように，籠の中の玉が自然数全部を使って同じよう  

に番号付けされている場合は，引き分けにならないとまずいことになります．そうでないと，  

全く中味が同じなのに，勝ち敗けがつくことになってしまいます．ですから，二つの籠から  

玉を一つずつ取り出したとき，同時に玉がなくなった場合は，引き分けにすべきです．しか  

し，有限の場合と異なるのは，ある取り出し方で引き分けにならなくても，別の取り出し方  

をすれば引き分けになる可能性があることです．ですから，ありとあらゆる取り出し方を実  

行したうえで，一回も引き分けが起こらない場合，つまり，どんな取り出し方をしても，同  

時に玉が無くなることがない場合に，初めて勝敗が決まることにすべきです．さらに，その  

場合でも，どんな取り出し方をしても，玉が残る方が一定で無いと困ります．そうでないと，  

取り出し方により勝つ方が変化してしまいます．それでは，勝負の意味がありません．以上  

のことを考慮すると，無限集合についての大きさの決め方は次のようになります．  

b）比較原理：二つの集合A，Bに対して，次の3つの場合を考えます．  

場合1：AからBへの全単射が存在する．  

場合2：AからBへの単射が存在し，そのような単射のどれも全射にならない．  

場合3：BからAへの単射が存在し，そのような単射のどれも全射にならない．   

二つの集合A，Bが与えられたとき，それぞれから要素を一つずつ取り出すという操作を  

続けたとします．無限回の操作を認めれば，いつか，必ず，この操作は終わります．もし，  

その結果，要素が同時になくなれば，AとBの間に全単射ができたことになりますし，片方  

の集合の要素が残れば，要素が無くなった方の集合からの単射で，全射でないものができた  

ことになります．しかし，どちらかの集合の要素が残ってしまう場合でも，別の取り出し方  

をすれば全単射ができる可能性があります．そこで，すべての取り出し方を実行しても全単  

射ができないとき，場合2か，場合3のどちらか→つが，そして一つだけが必ず起こること  

が説明できれば，場合1，場合2，場合3のどれか→つだけが必ず起こることの証明ができ   
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たことになります．その説明をします．   

いま，二つの集合AとBについて，場合1は起こらない，つまり，AとBの間に全単射が  

存在しないと仮定します．すると，AからBへの単射はすべて全射にはなりませんから，場  

合2は“AからBへの単射が存在する場合”になりますし，BからAへの単射はすべて全射  

にはなりませんから，場合3は“BからAへの単射が存在する場合”になります．したがっ  

て，“AからBへの単射が存在する場合”か“BからAへの単射が存在する場合”のどちら  

かが起こることと，同時には起こらないことを示せればよいことになります．   

二つの集合A，Bから要素を一つずつ取り出すという操作を続ければ，いっか，必ず，こ  

の操作は終わります．しかも，場合1は起こらないのですから，“AからBへの単射が存在  

する場合”か“BからAへの単射が存在する場合”のどちらかが起こることは確かです．次  

に，もし，この二つの場合が同時に起こったとします．すると，AからBへの単射と，Bか  

らAへの単射が存在することになります．すると，AとBの間に全単射が存在してしまいま  

すから（この事実をカントール・ベルンシュタインの定理といいます），場合1が起こらな  

いという仮定に反します．ですから，“AからBへの単射が存在する場合”と“BからAへ  

の単射が存在する場合”が同時に起こることはありません．   

そこで，一般の場合の“～”と“＜”の定義を  

定義3 A～B ⇔ AからBへの全単射が存在する．  

定義4 A＜B ⇔ AからBへの単射が存在しそのような単射のどれもすべて全射になら  

ない．  

としますと，次の比較原理が成り立ちます．  

定理5（比較原理）二つの集合A，Bに対して，A＜B，A～B，B＜Aのどれか一つ，そ  

して，一つだけが成り立つ．   

なお，“＜”の定義が有限集合の場合とそうでない場合とで見かけ上異なりますが，有限  

集合の基本定理から，この二つの定義は同値になります．   

ついでに，蛇足ですが，“部分は全体より小さい”という原理は成り立ちません．例えば，  

偶数全体は自然数全体の真部分集合ですが ，各自然数nにその2倍を対応させる写像を考え  

ますと，それは，自然数全体から偶数全体への全単射になります．ですから，偶数全体は自  

然数全体の真部分集合であるにもかかわらず，その大きさは，自然数全体の大きさと同じと  

いうことになります．つまり，部分が全体と同じ大きさになる場合があります．   

以上から，一般の集合の大きさを比較する場合，  

定理6（カントール・ベルンシュタインの定理） 二つの集合AとBについて，AからBへ  

の単射とBからAへの単射が存在すれば，AからBへの全単射が存在する．  

が基礎になっていることが分かります．   

以上をまとめると  

まとめ2：一般の集合の大きさを比較する場合の基本原理は，カントール・ベルンシュタイ  

ンの定理である．   
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となります．  

3．整理   

集合の大きさを旨く表現するための概念として“AとBが同じ大きさである．”（すなわ  

ち，A～B）と，“Aの大きさがBの大きさより小さい．”（すなわち，A＜B）を導入し  

ました．しかし，この二つの概念を基にして集合の大きさに関する議論をすることは，数学  

的には得策ではありません．その理由を次に説明します．   

A～BかA＜Bのどちらかが成り立つとき，“Aの大きさはBの大きさ以下である．”，  

あるいは，“Bの大きさはAの大きさ以上である．”といい，“A≦B”と表示します．つ  

まり，  

定義5 A≦B ⇔ （A＜B または A～B）  

となります．ところが，  

A＜B または A～B ⇔ AからBへの単射が存在し，それらはどれも全射にならない，  

または，AからBへの単射で，かつ全射になるモノがある．  

⇔ AからBへの単射が存在する．  

となりますから，  

A≦B ⇔ AからBへの単射が存在する．  

となります．さらに，カントール・ベルンシュタインの定理から  

（A≦B かつ B≦A） ⇔ AからBへの単射とBからAへの単射が存在する．  

⇔ AからBへの全単射が存在する  

⇔ Aへ／B  

となります．また，比較定理から，  

A＜B または A～B または B＜A  

が常に成り立ち，しかも，このどれか一つだけが成り立ちます．一方  

A＜B または A～B  ⇔ A≦B  
ですから，ここから  

A≦B または B＜A  

が常に成り立ち，しかも，両方が同時に成り立つことはありません．ですから  

A≦Bでない ⇔  B＜A  

が得られます．   

以上から，“≦”を用いると“～”も“＜”も表すことができます．つまり，  

定理7 A～B ⇔ A≦B かつ B≦A  
A＜B ⇔ B≦Aでない  

となります．これらの考察から，  

まとめ3：集合の大きさを考える場合，まず，“≦”という概念を，単射を用いて導入し，  

次に，カントール・ベルンシュタインの定理を用いて，“～”を導入，最後に，“＜”を導   
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入するほうが数学的にはスッキリしている．   

となります．これが，集合論の教科書で通常採用されている方法です．しかし，この方法  

ですと有限集合の場合と無限集合の場合の違いが表面にでてこなくなります．  

4．単射分解定理   

有限集合の大きさを比較する場合の基本原理は有限集合の基本定理，一般の集合の大きさ  

を比較する場合の基本原理はカントール・ベルンシュタインの定理であることを説明しまし  

た．   

そこで，この二つの基本原理の関係について少し考察してみます．実は，集合AかBが有  

限集合の場合，有限集合の基本定理からカントール・ベルンシュタインの定理が簡単に導か  

れます．もちろん，集合が有限集合であるということを，自然数で数えられる集合として定  

義しますと，その証明は余りに自明です．ここでやりたいことは，有限集合の基本定理を有  

限集合の定義として採用した場合，AまたはBが有限という仮定の下でカントール・ベルン  

シュタインの定理の証明を与えることです．   

いま，Aを有限集合とし，AからBへの単射fとBからAへの単射gが存在したとします．  

すると，fとgの合成写像f o gはAからAへの単射になります．有限集合の基本定理から，  

合成写像f o gは全射になります．ここから，写像gも全射になります．（一般に，合成写  

像f o gが全射ならば，写像gも常に全射になります．）一方，gはもともと単射でしたか  

ら，これはgが全単射になることを意味します．したがって，gの逆写像は集合Aから集合  

Bへの全単射になります．つまり，AからBへの全単射が存在したことになります．   

最後に，この二つの基本原理を統合する定理として，単射分解定理と名づけた定理の紹介  

をします．   

いま，集合Aと，AからAへの単射fが与えられたとして，単射fの構造を調べます．集  

合Aから，単射fの値域R（f）を除いてできる集合をB。で表しますと，AはB。とR（f）に  

分割されます．つまり，  

A＝B。UR（f），B。nR（f）＝d）（空集合）  

が成り立ちます．ここで，この2式の両辺の集合の要素をそれぞれ単射fで移してできる集  

合を考えますと，等式  

f［A］＝f［B。］u f［R（f）］，f［B。］n f［R（f）］＝d）  

が得られます．第二式を導くには，fが単射であるという事実が必要です．   

なお，一般に，f［c］は集合〈f（Ⅹ）E x∈C）を表します．   

ここで，R（f）＝f［A］であることを用いると，集合Aは，B。，f［B。］，f2［A］に  

分割されることが分かります．つまり，   

A＝B。U f［B。］u f2［A］，B。n f［B。］＝（B。U f［B。］）n f2［A］＝d）  

が得られます．ここで，f2［A］はf［f［A］］を意味します．   

そこで，この操作をn回繰り返しますと，集合Aは，n＋2個の集合B。，f［B。］，‥・，   
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f n［B。］， fn＋1 ［A］に分割されます．つまり，  

A＝B。U f［B。］∪‥・U fn［B。］u fn＋1［A］  

fl［B。］n f j［B。］＝4）（i≠j）  

（B。U f［B。］∪‥・U fn［B。］）n fn＋1［A］＝¢  

が成り立ちます．   

ここで，0以上の各整数kに対して，集合fk［B。］をBkで表－L，，AからすべてのBk  

を除いてできる集合，つまり，  

A－（B。UBlUB2∪・‥）  

をB∞で表すと，  

事実1：集合族（Bklk＝0，1，2，3，． ，∞）は集合Aを分割する．  

が成り立ちます．   

次に，0以上の各整数kに対して，写像fを集合Bkに制限して得られる写像（つまり，  

f「Bk）をfkで表しますと，f kの定義域はBk，値域はBk．1になりますから，  

事実2：fkはBkからBk＋1への全単射である．  

が得られます．一方，  

B血＝A－（B。UBlUB2∪‥・）  

＝（AB。）∩（A－（B。UB一））∩（A－（B。UBlUB2））∩・・・  

＝fl［A］n f2［A］n f3［A］∩・・・  

（f n＋1［A］＝A¶（B。UBlU‥．UB。）となることに注意）  

ですから，fが単射であることと，f2［A］⊆fl［A］＝R（f）を用いますと，  

f［B∞］＝f［fl［A］n f2［A］n f3［A］∩‥．］  

＝f［fl［A］］n f［f2［A］］n f［f3［A］］∩．．  

＝f2［A］n f3［A］n f4［A］∩．．  

＝（fl［A］n f2［A］）n f3［A］n f4［A］∩．，  

＝fl［A］n f2［A］n f3［A］n f4［A］∩．．  

＝B。。  

となります．ですから，単射fを集合B∞に制限して得られる写像をf∞で表すと，  

事実3：f∞はB00からB00への全単射である．  

が成り立ちます．   

また，写像fk（k＝0，1，2，． ，∞）の作り方から，これらの写像をすべて張  

り合わせると，もともとの写像fが構成されます．つまり，  

事実4：f＝f。U flU f2∪・・・U f∞，すなわち，  

D（f）＝D（f。）U D（fl）U D（f2）∪‥．U D（f00）  

＝B。U BlUB2∪‥．U B∞  

R（f）＝R（f。）U R（fl）u R（f2）∪．．．U R（f∞）  

＝BlU B2UB3∪‥．U B∞   
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f（Ⅹ）二f k（Ⅹ），（Ⅹ∈Bk，k0，1，2，  ，∞）  

が得られます．   

つまり，集合AからAへの中尉fは，全車射だけで構成される写像の集まり（写像族とい  

います）（fklk＝0，1，2，． ，∞）に分解されたことになります．   

そこで，この状況を記述するための言葉を用意します．   

一つの写像gと写像族†gklk二0，1，2，． ，∞）に関する次の4条件  

①D（gk）nD（g」）＝4）（k≠j）  

②gkはD（gk）からD（g．（ト1）への全単射である．（k≠∞）  

③g∞はD（g。〕）からD（g化1）への仝単射である．  

④g＝g，，Ug．Ug2∪・・・U gm  

を考えますと，事実1から事実4は，中尉fと′写像族†fk r k＝0，1，2，． ，CO）  

がこの4条件を満たしていることを示しています．   

そこで，この4条件が写像gと写像族（g．くIk＝0，1，2，．．．，⊂ヰ について成  

り立つとき，この写像族を写像gの“分解”ということにします．   

すると，集合∧からAへの単射1■から構成された写像族（f klk＝0，1，2，．．．，  

…）は1－の分解になります．分解があるとすれば，それが一つだけしかないことはその定義  

から明らかです．ですから，次の定理が得られたことになります．  

定理8（単射分解定理） 集合AからAへの各単射fについて，fの分解が一意的に存在す  

る．   

これが求める結果ですが，そのことを納得していただくためには，単射分解定理から有限  

集合の基本定理とカントール・ベルンシュタインの定理が直接的に導かれることを示す必要  

があります．その作業を以下で行います．   

いま，Aを有限集合，fをAからAへの単射，（fklk＝0，1，2，，‥，（X）をfの  

分解としますと，①，②から各集合D（fk）（k≠∞）は互いに共通部分のない，大きさの  

等しい集合になります．しかヰ），④より，それらの合併集合はAの部分集合になります．A  

は有限集合ですから，このことは，1－k＝勺♭（k≠…）を意味します．   

したがって， f＝【f。。となり，③より，fは全中尉になります．したがって，単射分解定  

理から有限集合の基本定理が導かれました．   

次に，単射分解定理からカントール・ベルンシュタインの定理が直接的に導かれることを  

示します．そのために，rを集合Aから集合Bへの単射，gをBからAへの単射とします．  

ここで，Aからfうへの全単射を，単射分解定理を用いて構成するのですが，集合Bと集合g  

（B）を同一視してしまえば，集合Bは集合Aの部分集合で，g（Ⅹ）＝Ⅹ（x∈B）となって  

いる揚合だけ考えればよいことは明らかです．そこで，［＝まAの部分集合と仮定します．   

写像fは八からBへの単射ですが，BはAの部分集合ですから，fをAからAへの中射と  

みなせます，そこで，fをAからAへの単射とみなして，fの分解†fkk＝0，1，2，‥．，  

∞）を取ります．すると，   
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R（f）⊆B⊆A  

が成り立っていることに注意して下さい．   

ここで，単射fの分解を構成するときに，A¶R（f）をB。とおいて，この集合を単射f  

で移して得られる集合列B。，Bい B2，‥・を作り，さらに，Aからこれらの集合を全  

部取り除いてできる集合をB∞として，Aの分割（Bklk＝0，1，2，． ，∞）を作  

ったことを思い出して下さい．   

ここでは，A－BをC。と置くと，C。⊆B。＝D（f。）となりますから，B。の代わりにこ  

のC。を用いてAの分割を作ります．つまり，  

C。＝A－B  

Ck＋1＝fk［Ck］ （k＝0，1，2，．．）  

C∞＝A－（C。UClUC2∪‥・）  

としますと，集合族（Cklk＝0，1，2，． ，∞）はAの分割になります．なお，  

ここで，Ck⊆D（fk）（k≠∞）が成り立っていることに注意して下さい．   

次に，写像族（hklk＝0，1，2，． ，∞）と写像hを  

hk＝f k「Ck（k≠∞）  

D（h∞）＝C∞，h∞（Ⅹ）＝Ⅹ（Ⅹ∈C00）  

h＝h。U hlU h2∪・・・U h∞  

で定義しますと，写像族（hklk＝0，1，2，． ，∞）はhの分解になり，しかも，  

D（h）＝A  

R（h）＝A－C。＝A－（AB）＝B  

となりますから，hはAからBへの全単射になります．つまり，AからBへの全単射が構成  

されたことになります．   

したがって，単射分解定理からカントール・ベルンシュタインの定理が導かれました．   

以上から，集合の大きさを比較する場合の二つの基本原理，有限集合の基本定理とカント  

ール・ベルンシュタインの定理が，単射分解定理に纏められることの説明を終わります．   

集合について講義する場合に気にかけていただきたいことは他にもたくさんあります．興  

味のある方は是非，拙著「集合序説」をみて下さい．  

（もとはし のぶよし，筑波大学数学系）   


